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54015 Krimmung von Kurven

1 Theorie zu Krimmungskreis und Krimmungsradius

Ziel der Uberlegung ist es, in einem
Kurvenpunkt P des Schaubilds K einer _
Funktion f einen Kreisbogen k so zu zeichnen, iy 2
dass er sich ,mdglichst gut® an die Kurve
anschmiegt.

Was ,mdglichst gut* bedeuten sollt,
wird noch festzulegen sein.

"“'y'

Ziel der Rechnung ist es, den Kreismittelpunkt
als Schnittpunkt zweier Kreisnormalen zu

berechnen. (Eine Kreisnormale ist eine Gerade, T /
die auf der Kreistangente senkrecht steht). ./ :

Nun kennen wir jedoch nur einen Kreispunkt,
namlich den Kurvenpunkt P(a|f(a)), in dem
der Kreis k die Kurve K berthren soll.

Die Abbildung zeigt die Tangente Tp an Kim Punkt P.
Sie ist auch Tangente an den gesuchten Kreis k.

durch den Kreismittelpunkt M. In der Abbildung wurde er durch
Nq ndherungsweise gefunden. Er ist nicht genau M, weil m
verwenden mussen!

Senkrecht auf ihr sehr die Kurvennormale Np. Sie ist auch Nor %
|

voraus, dass unsere Funktion differe

reises und geht daher
hnitt mit einer Kurvennormale
ne zweite Kreisnormale hatte

seinmuss.: m_=f'(a)

Gleichung der Normale Np: .
Die Tangentensteigung wird mit der 1. Ab funktion f von f berechnen (Dies setzt
rgi%

Die Normalensteigung erhalt m s als negativen Kehrwert, denn Normale und Tangente

1

s\\} e

sind bekanntlich orthogonalﬁhe ufelnander senkrecht):

Die Gleichung M’malen in P berechnet man mit der Punktsteigungsform:

=my(X-X,) also y-f(a)=-

A
1
& Np : y:—%(x—a)Jrf(a) (1)

/

1
Ng: y:—m(x—(a+h))+f(a+h)

Berechnung des Schnittpunktes S dieser beiden Normalen durch Gleichsetzen:

(x-a) bzw.

()

i @gen jetzt eine zweite Kreisnormale, die wir mit Np schneiden wollen. Da wir aber keinen
reispunkt kennen, verwenden wir einen nahe bei P liegenden Kurvenpunkt Q auf K'!

wahlen seine x-Koordinate so, dass sie um die Differenz h von a abweicht: Q(a +h|f(a+ h)).
ie Gleichung der Normalen in Q lasst sich genau so bestimmen. Wir ersetzen einfach a durch a+h:

Friedrich Buckel
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54015 Krimmung von Kurven

1 1 : '
—%(x—a)ﬁ‘(a):—f'(a+h)(x—(a+h))+f(a+h) | -f'(a)-f'(a+h)

—f'(a+h)(x-a)+f(a)f'(a)f'(a+h)=—f'(a)(x—a—h)+f(a+h)f'(a)f'(a+h)

—x-f'(a+h)+a-f'(a+h)+f(a)f'(a)f'(a+h)=

_P(a)x+(a)-a+ F(a)-he F(ash) (@) (a s C\)Q

Wir ordnen, indem wir zuerst die beiden x-Terme nach links bringen, dann fassen wir recht@nd
(1) zusammen, dann (4) und (3), schlieBlich bleibt (5) Gbrig:

f'(a)-x—x-f'(a+h)=f'(a)-a—a-f'(a+h)+
— o ,Q
+f(a+h)f'(a)f'(a+h)-f(a)f )+f'(a)-h

O

Terme mit gleicher Farbe werden jetzt ausgeklammert;
x-[f'(a)-f'(a+h)]=a-[f'(a)-f'(a+h)]+f'(a Qh)[ f(a+h)—f(a)]+f'(a

*
Als nachstes dividieren wir durch h, das ungleic in“Soll, damit wir auch zwei verschiedene
Normalen haben, die sich ja schneiden sollen$
X'f(a) f(a+h) f( +h)+f‘(a)f (a+h). f(a+ht2 f(a )+f'(a)

der Differenzen im Zahler:

h) h)—f' f h)—f(a
—‘éﬂ a+g () _f(ayr(a+n)- O ) () (a)
Jetzt b«@ww Kenntnisse aus der Differentialrechnung:

Bruch f(a+ h) f(a)

Als nachstes multipliziere |@hung mit (-1). Die bewirkt in Bruch 1 und 2 eine Vertauschung

stellt die Steigung der Sekante (PQ) dar. Lasst man h gegen O
&gehen, also den Punkt Q gegen den Punkt P ,rutschen®, dann wird aus der Sekante (PQ) die
@ Tangente im Punkt P. Ihre Steigung ist dann der Grenzwert dieses Steigungsbruches:

. f(a+h)-f(a) o , ,
m, = lim————————= und dies ist der Wert der 1. Ableitungsfunktion an der Stelle a:

h—0 h

. f(a+h)-f
m; = OM f'(a) (Siehe Datei 41101 die ersten Seiten! )

h—>
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54015 Krimmung von Kurven 5

f'(a+h)-f'(a)
h

f (a+hz—f (a) _t"(a)

Ableitungsfunktion an der Stelle a dar.

Analog dazu stellt der Bruch die Sekantensteigung fiir die Funktion f' dar

stellt dann den Wert der zweiten

und der Grenzwert lim
h—0

Diesen Grenzilibergang h — 0 fiihren wir nun tatsachlich durch, damit die beiden Normalen praktisch
zusammenricken, so dass man den Punkt Q ndherungsweise auch als Kreispunkt ansehen kann.

Damit wird aus Gleichung Q

X.f'(a+h)—f'(a) =a‘f'(a+h|3_f'(a)—f'(a)f'(a+h)-f(a+h)_f(a)—f'(a%)

h h
' L 4
Sf'(a) Sf'(a) ofE) T )
Kurzum, nach Vollzug des Grenziibergangs ergibt sich diese Gleichung: ,C)

" _ " ' 3 "Q@
\'Q

Wir wollen kurz Uber die Bedeutung von x nachdenken: SolanggE verschiedene Punkte
waren und Q nicht auf dem Kreis lag, ergab der Schnittpunk n Normalen einen Punkt S
in der Nahe des Kreismittelpunkts. Fir h — 0 geht jedo ie chnittpunkt in den
Kreismittelpunkt M Uber, also folgt:

t"(a) "(a)

Die y-Koordinate dieses Kreismittelpu@rechnen wir aus der Normale in P durch Einsetzen:

a-f"(a)=(F'(a))’ -F'(a) i@ (P(a)
Xy, = ('(2)) gMaf(a)-

Ergeé/ Der Mittelpunkt dieses so genannten Krimmungskreises hat diese Koordinaten:

®® M a—f'(a).% | f(a)+%

Y

Der Krimmungskreis hat also diese Gleichung:

2

(x—xM)2+(y—yM)2 =r

\\}6
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54015 Kriimmung von Kurven 6

Weil der Punkt P(a|f(a)) aufdem Kreis liegt, kdnnen wir seine Koordinaten fiir x und y
einsetzen und erhalten:

.
Definition: &

Den Kehrwert de ummungskreisradius nennt man die absolute Krimmung
des Schaubild . Lasst man den Betrag weg, dann erhalt man die

Kriimmu @ Stelle a
& f"(a)

4 e ( (f'(a))2 +1j3

0®mit x die Krimmungsfunktion zur Funktion f:

Q Kr(x) = )

( (f'(x))2 +1)3

Voraussetzung fur die Krimmungsfunktion ist, dass f zweimal differenzierbar ist!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



54015 Krimmung von Kurven

2 Beispiel 1

Das Beispiel von Seite 1 (siehe Abbd.)
kann nun zahlenmafig erfasst werden.

Die dargestellte Funktion hat diese Gleichung
f(x)=+-x>-2x%+3.

Berechnen wir zuerst die Koordinaten des

Krimmungskreises fiir den Punkt P(-2]1)

Wir benétigen dazu

mit

und

=1+

Ym
Ergebnis: M(7,1 | =

Berechnke@m&ungsradius:

A IR e - e

O r= =L = = =2 Jo7° ~9,95 (LE)

f"(a)] 3 3 V16 3 64
r@ebnis: r=9,95 LE

@ Diese Ergebnisse werden in der nachsten Abbildung graphisch dargestellt.

Weiter hinten zeige ich die Lésung mit einem CAS-Rechner.

Friedrich Buckel
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54015 Kriimmung von Kurven 8

Abbildung: Schaubild der Funktion f(x)=--x*-2x*+3
Mit Krimmungskreis im Punkt P(-21]1).
Der Mittelpunkt ist M(7,1]-3)
Und der Radius r=9,95 LE

¥ X
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54015 Krimmung von Kurven

Berechnung der Krimmungskreisdaten mit dem CAS-Rechner CASIO ClassPad 300

Zuerst definiert man die Funktion f und ihre beiden
Ableitungsfunktionen die ich f1 und f2 nenne:

f1(x)=f'(x) und f2(x)="f"(x).

Dann kann man bequem die Werte dieser drei Funktionen
an der vorgegebenen Stelle — 2 ausgeben lassen.

Zur Berechnung des Mittelpunkts kann man auch gleich
seine Koordinaten als Funktionen definieren.

Ich definiere die Funktion m1(x) als x-Koordinate

des Krimmungskreises an der Stelle x und verwende dazu
die in 1.1 berechnete Formel

X, = a —f'(a) .—(f'ﬁz;)ﬂ

Mit m2(x) definiere ich die y-Koordinatenfunktion tber

s 1)+

f"(a)

Durch Einsetzen von x = -2 erhalt man die Mittel
koordinaten:

X, = M1(~2) = 22 ~ 7,1 und$
~0

folgt: r =9,95LE .

er untere Screenshot zeigt auch die in Dezimalzahlen
umgerechneten Zahlen fiir die Mittelpunktskoordinaten
und fur den Radius.

Dazu markiert man den zum Umrechnen vorgesehenen

Bruch und klickt das Umwandlungs-Icon 05

oben links an. t,,l
2

Hinweis: Dadurch, dass wir diese Funktionen gespeichert
haben, kdnnen wir jetzt fur andere Stellen die Werte ganz schnell
berechnen !

» Edit Aktion Interaktiv

] T ] T

F
define f'i:-:}=1—16:-:3—§x2+3
done
=22
1
define floxi=diffofixl,xgk

do
Afine f2ixr=diffifizli.x

flo=22

2
8y LV ]

f2—22

C

mli=22
227
3z
2 s
Cflcwna=+1
1 = L=t T2
macxir=fixi+ o a
done
m2o—22
_Iz
24
i
o e (F1Cxd 2410
ine rixi= Fzee] |§
n -
Algeb Standard Real Gra gim]
done
mlg—22 &
?.B?S?S%
CFLCxdn <+
1 = LR LT T )
m2xa=fixi+ o
done
mZg—2
-3.841666667
i)
. }_yl'-:f1-:x:-2+1:-
ine rixi= Fzco
done
FO—20
3.951450071

0 [

Friedrich Buckel
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10

Wir konnen auch die Zeichnung erstellen:

Dazu 6ffnen wir das Grafikfenster (auf das
Kurvensymbol klicken). Dann markiert man
die Funktion f und zieht sie ins Grafikfenster.

Uber Zoom — Quick-Initial. bekommen wir eine
gunstige Darstellung. Dann verschieben wir das
Achsenkreuz nach links, indem wir auf das rechte
Dreieck an der x-Achse klicken. Wir brauchen ja
rechts Platz flr den Mittelpunkt. Er liegt bei
7,7und -3 ! Man sieht ihn anschliel3end nicht.
Ich habe ihn hier nachtraglich eingezeichnet !

Ist diese Platz geschaffen, skizzieren wir den Kreis
hinein. Dies mach ClassPad flr uns:

Das Menu Analyse — Skizze — Kreis gestattet
dies.

Zuerst klickt man die Stelle an, an der der Kreis-
mittelpunkt sitzen soll, dann den Berihrpunkt

P(-2]1). Und schon entsteht die Kreislinie !

Im Fenster darunter zeigt Classpad an, wie genau man
angetippt hat. Die richtige Kreisgleichung sollte
so aussehen:

(x=7,1)" +(y +3)" =9,952 =991

| W Edit Zoom Analyse # @

- _1 = 3z
define fﬂx}—iex Bx +3

dare [k

fo=22
1
define flixi=diffifiziyx,
done
Afine f2Cxr=diffCfixd, =, 20

=l

Friedrich Buckel
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11

Fortsetzung der Aufgabe

Man kann fur ein Schaubild dann an jeder Stelle den Mittelpunkt und den Radius des
Krimmungskreises berechnen und einen Kreisbogen einzeichnen lassen.

Dies kann wie auf Seite 7 manuell per Rechnung geschehen oder - besonders effektiv — Gber einen
CAS-Rechner, nachdem er einmal die bendtigten Funktionen gespeichert hat.

Eine glinstige und interessante Stelle fiir einen
Krimmungskreis ist der Hochpunkt H(0 | 3) der Funktion.
Dort haben wir eine waagrechte Tangente, also ist
f'(0)=0 und zudem folgt ganz schnell f"(0)=—-3.

Ich Uberlassen dem Leser selbst, dies in die
Formeln einzusetzen. Man erhalt:

M(0]2)~(0[17) und r=4~13.

Wer wie zuvor gezeigt diese drei Funktionen (Formeln)
in seinen CAS-Rechner eingegeben hat, der schafft es
in Rekordzeit, diese Ergebnisse zu bekommen!

Tragt man diesen Kreis noch in die
zuvor begonnene Zeichnung ein, erhalt man:

[ % Edit Aktion Interaktiv

il ol A

2y —22

FL=22

3

O

. ':fii%zﬂ:'
fime roxa=
f
C dane
#3951 4500871
mic@s @

-Z.84166

Alaeb 5Standard Real Gra dqim]
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Zusatzfrage:

Wie andert sich der Krimmungskreisradius entlang der Kurve K ?

Dazu stellen wir den Krimmungsradius als Funktion von x dar:
— %,
(e +) 0\
r(x)="—m
(%) AQ)

mit f'(x)=2x*-2x und f"(x)=2x-2 6
Wir benétigen (f'(x))2 =(%X2—%x)2 =[(%)(X2_4X)T =2—§6(X4—8X3+16©’

((f'(x))2+1j3 (\/2‘~"’56(x“—8x3+16x2)+1)3 (\/2;6(9%‘

R T T R

Es erhebt sich die Frage, wie weit man sich die Miihe machen sdl xadikanden zu vereinfachen.
Man wird diese Funktion ohnehin nur mit einem CAS-Rechn chen !
Dennoch zwei Schritte mehr:

256

3
3+144x2)+256)

3

(\/2?;6(9X4 —72x° +144x" +256) Gy |lox =72 +144x" + 256)
"(x)= 2x—2] | %j | x—2
-1
1536

Auffallig ist der Nenner: Diese’Fu ion hat fir x = 2 eine Polstelle, d.h. Fir x —» 2 geht der Radius
gegen Unendlich ! Betrachtet s Schaubild, dann erkennt man dass dort die Parabel 4. Grades
ihren Wendepunkt hat. D gibt es keinen Krimmungskreis.

Hier das Schaubild deNgadiustnktion:

Man erkennt deutlir.*Polstelle ; : i
bei x = 2, dig,S zur r

VO so hier zur
geraden Und man erkennt,
dass der an zwei Stellen

di
miniQ?
\ ffenbar nicht genau beiden |

rempunkten von K der Fall,
ondern dicht daneben.

Dies ermittelt man mit einem
CAS-Rechner:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



54015 Kriimmung von Kurven 13

Hier das Schaubild der Krimmungsradius-Funktion mit CASIO ClassPad300:

Unten nochmals in einer GroRRdarstellung !

Uber das Menli Analyse — Graph. Lésung — fMin wurden die beiden Minima
ermittelt. Zuerst wird das linke angezeigt. Durch betatigen der Cursortaste nach rechts

erhalt man den rechten Wert.
Fiar x =-0,232402 ist rmin = 1,2559891. Denselben Wert erhalt man bei x = 4,2324002.

| ¥ Edit Zoom Hnalyze * @ [ ¥ Edit Zoom Hnal:-..lge * @ 0\

Elattl TEuattz TElattS (B4 ¥ Elattl IBlattz Ialatta [E14
m —1[= Owz= —X +x_5|x{1 [—1[2]
Ow2: 0 O+3:-0

E}q:a'l[?-x“—TE-pr[ 1 E'-_.,.4=«.||:':'!-x4—?2-x5p[

153 153
Ow5:=0 -

r‘“"|||'|||'|'|l_ll'|'|
xc=—0, 2324029 yc=1, 2559891

|'_-.l—'i'i'.=! xtd =Tt 3+144 . xl

Gra Real 1T

W Edit £oom Analyse # :‘
e EE]-EI---HBIr.%mEI_I
4 ~ : 4
—_— = w
Y 4
Elattl [Ela®e [Elatts [Elattd [Elatts |

=
= J[B-x4—?2-x3+144-x2+256] —
1536 |x—2|

OwS:0
a6z

Gra Real |

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



54015 Krimmung von Kurven 14

Wir wollen nun jedoch die Krimmungsfunktion betrachten:

Per Definition ist sie der Kehrwert des Krimmungskreisradius, ohne den Betrag:

Dies fuhrt hier zu dieser Funktion: Q

Kr(x) = 1536- X2 ; 6
\/(9x4 ~72x° +144x° +256)

*

Man erkennt sofort, dass sie die Nullstelle 2 hat. Beim Wendepunkt ist also die @uung Null!

£
Man kann nach der soeben erfolgten Rechnung auch sofort folgern, dass sj maximal ist, wo der
Krimmungsradius minimal ist, also bei x;=-0,232 und x, = 4.232.
-

Wir kdnnen dieses Ergebnis aber auch unabhangig davon mit jeder& echner schnell ermitteln:

Man erkennt den Anfang der Eingabe und das Schaubild.
Dazu habe ich das Window angepasst:

1 Speicher @20 O30 $ o [[Blattl [BlattZ [Blatta (B4 | »
Ox-Logar Ow-Logar - -

. 44155544 181
: 6. 5584415554

it Zoom Analyse # [

Owd= [9-x4—?2-x5p[

=1
: B, BE43358549

153
S e ==
LS=4 [
e ‘ Joexto72.3
* [ PR =
OQ —
Das Menl Analyse — Graggh. %ésung — fMax Coe Ce
liefert dann die Maxingumste¥e 4,23 und analog ﬂ
dazu die MinimumsiE30,23. 4 4
Mazirmunn
ro=d,. 2323995 v =, TI51 85

Mit dem Kr"mm ert fangen wir nicht viel an.

Man ko d ventuell (wenn es sich um
eine zu durCRfahrende Kurve handelt) auf die
Maximalyschwindigkeit schlieffen. Doch das Gra FReal L]
wird@omplex fur unsere Zwecke.

™

—

Mirirnurn

xo=—0. 232358 w e =—H. 795185

WE=1536. Cx—20, 00T g

Gra Real T
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54015 Krimmung von Kurven 15

Wer eine besonders interessierte Gruppe hat, kann mit einem CAS-Rechner auch noch die
Ortskurve (Tragerkurve) der Mittelpunkte der Krimmungskreise zeichnen lassen.
Wir hatten in 1.1 die Mittelpunktskoordinaten hergeleitet:

y-a-r(a) UL gy g 101

"(a) (a) Q\Q

Dies ist im Grund die Parameterdarstellung der Krimmungskreis-Mittelpunkte.

Ich beziehe mich jetzt auf die vorgegebene Funktion und berechne damit diese Koordinaten: Q
=5x-(x-4) 6:

(x-2) .

Weil es Ublich ist, Parameter mit der Variablen t statt a oder x zu bezeichnen, 9@1 auch dazu
Uber und setze nun ein: P 4

f(x):%x?’ —%XZ +3 mit f'(x) =3 x? -3

2
(o F) 1 Gl N QN
XM :t—f (t)f"—(t):t_(%tz —%t)ﬁ
Doch das lasse ich Classpad rechnen: (So Ubersic@% allerdings im normalen

Display nicht aus !)

“r Edit Aktion Interaktiv Bt
i [l o] >
FLED
KA 4
‘X\} 3
) CflCxaa™2+1
- +
define xmix)% (el YOS
done |2
Eimp%@( 27
—tE-['5'-t4—1EIE-t3+432-t2—5?6-t—2515]
/ S1Z-(t-2]
_ cflcxaa"2+1
e wmtxrar=tixa+ o

done
simplifeCymota
15 t¥—128. t2+216- t < +258 - t-376
QE-[t—2)

A]

Algeb Standard Eeal Gra 1T
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54015 Kriimmung von Kurven 16
xm(t) als x-Koordinate mit dem Parameter t N Edit Twp GMem + S |
und ym(t) als y-Koordinate mit dem Parameter t EE
Ubergebe ich Classpad . = done [*
=imPLF] o[ s
2 4 3 2
. . . -t2-[9-t*-1m3- tF+432- t2-576- -256
Man 6ffnet das Kurvenmenu und aktiviert ¥x | *= [ S13.0t-2) )
darin das lcon mit x= .. define Ll Ly SFLERD I 24
1¥E |2 f2ixd
. .. . v 1 . H done
Damit erhalt man die Mdglichkeit der Parameter- Sirmplify yy; =
eingabe von Kurven, wie sie in der grof3en 15 £4-17@- t3+216. 2 +205- t-320
Abbildung gezeigt wird. . 96 (t-2]

¥ Edit Twp GMern

simplify{xmita
—tZ [a.t-

188 t5+4320 ¢

Cf1cxa

S12-0t-2)
~E+]

define wmixi=fiz2+

simplifyCwmcta s

F2ixd ®,

&lﬁ-t

24208 t-328

15. %!
%‘95-&—23

a
Sind die Terme fiir Blattl [ElattZ [Elatt3 tt4 [Blatts |
xm und ym markiert 4 o = e
und in die Eingabefelder [J0w4= \II[E' i~ 4% x%+25¢) [—1
des Kurvenmenis - -2
hineingezogen worden, Gelx—21

kann man das Rechteck

Anklicken (es bekommt
einen Haken).

Zugleich habe ich noch dieg]
Funktion f(x) eingetragen

24288 t-32@

15 tF—12@- t 24216t

und auch ,angehakt®.

2ot 1@g. 34432 t 2576 t-256 )
E12-(t-2]

Dann klicke ich auf d
Kurven-lcon ganz o '

Man findgiflie b auf Seite 11 eingetragenen
Mittelpunkte Wigder (ich habe sie im rechten Screenshot
iy

s und darf staunen!

durch kleing Kr€ise markiert.

ngskreise eingezeichnet.

Niese spitz aussehende Kurve stellt also die Tragerkurve
(Ortskurve) der Mittelpunkte dar. Liegt der Kurvenpunkt

links unten auf der kubischen Parabel, dann findet man

M rechts auRerhalb der Abbildung. Gleitet der Kurvenpunkt P
entlang der Kurve K nach oben, dann wandert M nach links
oben bis zur Spitze und dann nach links unten weiter.

Ist der Wendepunkt W erreicht, ist M nach links unten

ins Unendliche entwichen (den in W ist der Krimmungsradius
unendlich grof3 (siehe oben!). AnschlieRend kommt M von
rechts oben wieder herein, erreicht die Tiefpunktspitze wenn
P im Tiefpunkt von K ist und wandert dann nach links oben weg.

Gra Real
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